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1. Bevezetés a mechanika Lagrange- ¢és Hamilton-

formalizmusaba

Megjegyz€és: A mechanika targya az anyagi testek mozgastorvényeinek vizsgélata. A mozgast mint
a hely id6beli megvaltozasat irjuk le. A mozgas er6k hatasara torténik, amelyeket ismertnek gon-
dolunk.

1.1. Pontmechanika és newtoni mozgasegyenlet

A folytonos kozegek mechanikdjaval ellentétben a pontmechanikdban pontszeri objektumokkal
vagy ilyen pontszerii objektumok halmazaval foglalkozunk.

Egy tomegpont teljes leirdsdhoz sziikséges ismerni
e a tomegét, m (valds szdm), és

e a helyét, 7(t) = (z(t),y(t),2(t)) adott t iddpillanatban, amelyet hdrom valés értékkel
hatarozunk meg egy adott koordindtarendszerben

Egy tomegpont mozgésat tehat az I € R — R3 leképezések adjdk meg. Ennek ismeretében defi-

nidlhatjuk a sebességet és a gyorsulast.

Definicio

A sebességet megadja:

() = — 1
a gyorsulds definiciéja pedig:

.o A2 AP

Vegyiik észre, hogy az id0 egy szabad paraméter a leirasban. Az id6 ‘mulasa’ egy ‘6nallé folya-
mat’. Az 7(t) ugyanakkor egy dinamikai vdltozd, ami azt jelenti, hogy az id6beli véltozdsét a

mozgasegyenletek adjik meg:
mir(t) = F(F(t), 7 (1), ..., 1) , (3)

amit Newton 2. torvényeként ismeriink. A newtoni mechanikdban az a feladatunk, hogy megoldjuk

a 3. egyenletet egy ismert F erd és adott, (to), 7(to), hatérfeltételek mellett.
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1.2. Potencialis és kinetikus energia
Centralis erék esetén az eré a kovetkezd egyszerii alakba irhaté:

oV
. ox

F(f) = =VV(7) = —gradV = — | 2¥ || (4)
v
0z

ahol V a potencidlis energia. Irjuk be a centralis erd kifejezését a mozgasegyenletbe (3. egyenlet):
mit = —V,.V(7) (5)

szorozzuk balrél 7-tal:

Ezek utan vegyltik észre, hogy

%(mf‘z) = 2mr -7 (7)
valamint a lancszabaly segitségével irhatjuk, hogy
d ovdr, o dF
@ =, -V @ ®

Ezek felhasznalasdaval a 6. egyenlet a kovetkezd alakba irhato:
d[1 .
& [0+ v —o. )

azaz egy id6ben allandé mennyiséget kapunk, amirdl felismerhetjiik, hogy éppen a rendszer teljes

energia, a potencidlis energia, V(7(t)), és a kinetikus energia
L -
T(t) = Smr (t) (10)

Osszege.

2. Legkisebb hatas elve

Mechanikai rendszerek mozgdsdt leird torvények legdltaldnosabb megfogalmazdsdt a legkisebb hatds

elve vagy Hamilton-elve (Hamilton’s principle) néven ismert. Ekkor minden mechanikai rendszert

€qy
L(r1,72, .« T, 71, T2, ooy Fsy t) = L(r, 7, 1) (11)

figguény jellemez, és a rendszer mozgdsdt eqy bizonyos feltétel fogja eldirni.
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2.1. Lagrange-féle mozgasegyenletek

Ez a bizonyos feltétel a kovetkezé. A mozgdsra legyenek érvényesek bizonyos r(t;) = r(1) és r(ty) =

r2) hatarfeltételek. Ekkor a rendszer mozgésa olyan, amely mellett a kovetkezd integral minimélis:

2}
§— /L(r,f,t)dt. (12)
t1

S-et hatdsnak nevezziik (innen az elv neve), és L a rendszer Lagrange-fiiggvénye. Az S egy un.
funckiondl, és a 12. egyenlet altaldnos megolddsdhoz a funkciondlszamitdsra lesz sziikségiink (a
miivleti szabélyok nagyon hasonléak fiiggvények derivéldsihoz).

Az egyszerliség kedvéért legyen a rendszeriinknek egyetlen szabadsédgi foka, és legyen r = r(t),
amelyre S minimélis. Ez azt jelenti, hogy ha a képletben r-t r(t) + dr(¢)-vel helyettesitjiik, ahol
or(t) egy kis un. varidcid, akkor az S értéke néni fog. Mivel a hatarfeltételek adottak, ezért a
hatdrokat nem varidljuk, or(¢;) = dr(t2) = 0. Irjuk be a kis varidciét S képletébe, r — 7 + dr,
ekkor kapunk egy médositott S-t:

to

S = /L(r+5r,r’+67’°,t)dt. (13)

t1

Ezt fejtsiik ki elsé rendig (egészen pici a variicid):

ta
& . 6 aL
t1

......

segitségével:

to
5S = (5/L(r, Pt = / {‘ZL&T + gér} dt =0, (15)
t1

1

ami nulla, ugyanis a fizikai megoldds a hatés szélséértéke (minimuma). Haszndljuk ki, hogy é7 = @

és integraljunk parcialisan:

58 = /{6r+ 57«}

oL OL dér
_/{ar(S o dt}dt

ty

2
8L oL d@L

t1
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Az els6 tag nulla, mert a hatérfeltételeket nem varidljuk. Az integral mésodik tagja pedig akkor

lesz nulla barmilyen tetszOlegesen pici, dq varidciéra nézve, ha az integrandus nulla:

d /0L oL

(=)= 0. 1

dt ((“)7") or 0 (17)
A gondolatmenet egyszerlien kiterjesztheté tobb (s) szabadsdgi fokra, és ekkor hasonlé feltételt

kapunk (minden egyes szabadségi fokra):

d (OL oL
— (= )—-—=—=0,i=1,2,...,s. 18
dt (8r1> 87"1‘ ! 5 ( )
Ezt a differencialegyenlet-rendszert nevezziikk Euler—Lagrange-egyenleteknek, amelyek a rendszer
mozgasegyenletei (ebben a formalizmusban), és kapcsolatot teremtenek a koordindtdk, sebességek,
és gyorsulasok kozott. s darab masodrendii differencidlegyenlet altalanos megoldédsa 2s darab kons-
tanst tartalmaz, amelyek éppen a mechanikai rendszer kezdeti feltételeinek feleltethetéek meg (pl.

a koordindtdk és a sebességek kezdeti értékei).

2.2. A Langrange-fiiggvény tulajdonsagai
2.2.1. Additivitas

Képzeljiink el egy mechanikai rendszert, amely két fiiggetlen, A és B, részbol all és mindkét
résznek ismert az Ly és Lp Lagrange-fliggvénye. Ha a részrendszerek nem hatnak kéleson (pl.
mert olyan tdvol vannak egymdstdl, hogy a kolcsonhatds elhanyagolhatd), akkor a teljes rendszer
Lagrange-fliggvénye a részrendszerek Lagrange-fliggvényeinek az osszege, L = L4 + Lp. Ez az ad-
ditivitds azt is jelenti, hogy az A részrendszer mozgédsegyenletei nem fiigghetnek a B részrendszer

mozgasegyenleteitdl (és forditva).

2.2.2. Egyértelmiiség

Ha van két Lagrange-fiiggvény, L(r,r,t) és L'(r,7,t), amelyek csak egy f(r,t) fliggvény teljes

idoéderivéltjaban kiillénboznek,
12 . . d
L (T,T,t) = L(T7T7t) + &f(r, t) ) (19)

akkor a két Lagrange-figgvényhez tartozé hatéas

ta to

S’:/L’(r,f,t)dt:/L(r,r’,t)dt—i—/%f(r,t)dt:S—i—f(r(Q),tz)—f(r(l),tl). (20)

t1 ty
varidljuk). Ez azt jelenti, hogy §S = 0 és 5’ = 0 teljesen azonosak, és a mozgdsegyenletek alakja

is véaltozatlan. Ez azt jelenti, hogy a Lagrange-fiiggvény egyértelmli egy f(r,t) fiiggvény teljes

idoderivéltja ,erejéig”.



Miétyus Edit: Haladé fizika kémikusoknak 7

3. Lagrange-i mechanika

3.1. Galilei-féle relativitasi elv

Ahhoz, hogy fel tudjuk irni a mozgasegyenleteket egy adott problémaéra, el6szor valasztanunk kell
egy vonatkoztatasi rendszert. Ilyenkor az a cél, hogy egy olyan vonatkoztatéasi rendszert vélasszunk,
amelyben a mozgéasegyenletek a lehetd legegyszeriibb alaktak.

Ha egy fura fizikai valdsagban léteznénk, akkor akar a tér és az id6 inhomogén és anizotrép
lehetne (ami nagy problémakhoz vezetne...)

Szerencsére megmutathatd, hogy mindig tudunk olyan koordinatarendszert talalni, amelyben
a tér homogén és izotrép, az idé pedig homogén. Az ilyen rendszert nevezziik inerciarendszernek.
Egy ilyen rendszerben egy szabad test, amely valamely idépillanatban nyugalomban van, az a mas
id6pillanatokban is nyugalomban lesz.

Ezen homogenitas alapjan eljuthatunk az L Lagrange-fliggvény bizonyos tulajdonsigaihoz. Az
id6 és a tér homogenitasabdl az kovetkezik ugyanis, hogy L nem fiigghet explicit médon a részecske
7 helyvektoratdl, illetve a t id6t6l. A tér izotrépidja pedig azt jelenti, hogy L nem fiigghet ¥ irdnydtdl
sem, legfeljebb a 2 fiiggvénye lehet. Mivel az L Lagrange-fiiggvény fiiggetlen 7-t6l, ezért gTLa =0,

és ezért a mozgasegyenlet igy egyszertisodik:

d /0L oL d (0L
i) -0 = als) 2y

amib6l kiovetkezik, hogy 2L =dllandé, és mivel ez csak a sebesség fiiggvénye, ebbél kivetkezik,

or
hogy
¥ = 4llandd . (22)

Ez azt jelenti, hogy egy inerciarendszerben barmely szabad mozgdast dllandé irdnyd és nagysagui
sebesség jellemez. Vegyiik észre, hogy ezt a newton-i mechanikdban mint els6 torvény szokdas posz-
tuldlni. A gondolatmenetbdl az is lathaté tovabba, hogy ha van egy maésik vonatkoztatési rend-
szeriink, amely allandé sebességii, egyenes vonali mozgast végez az inerciarendszeriinkh6z képest,
akkor a szabad mozgés egyenletei abban is azonosak lesznek, és ez is egy inerciarendszer.
Megjegyzés A kisérletek azt mutatjak, hogy nemcsak, hogy a mozgastorvények azonosak a
két rendszerben, hanem a két vonatkoztatdsi rendszer mechanikai szempontbdl teljesen ekviva-
lens egymaéssal. Es nemcsak még egy, hanem még végtelen sok inerciarendszert talalhatunk, ame-
lyek egymashoz képest egyenes vonald, egyenletes mozgédst végeznek. Az Gsszes ilyen rendszerben
megegyeznek a tér és az id6 tulajdonsigai, és ezaltal a mechanika torvényei is. Ez a Galilei-féle

relativitasi elv.

3.2. Egy szabad részecske Lagrange-fiiggvénye

A kovetkez6 logikus 1épés egy adott rendszer Lagrange-fiiggvényének a felirdsa. Kezdjiik a legegy-
szeribb példaval, egy szabad részecske mozgédsa egy inerciarendszerhez képest. Ahogy az el6bb
lattuk, ebben az esetben a Lagrange-fliggvény csak a sebességtol fiigghet. Ahhoz, hogy meg-
hatérozzuk, hogy hogyan fiigg a sebességtol a Galilei-féle relativitési elvet fogjuk hasznalni.

Ha két koordindtarendszer, K és K’ € infiniteziméalisan kis sebességkiilonbséggel halad

egyméshoz képest, akkor ' = ¥ + €. Mivel a mozgasegyenletek alakja azonos kell legyen minden
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inerciarendszerben, ezért az L(v?) és L'(v?) Lagrange-fiiggvények legfeljebb egy koordindtaktdl és

idoktol fiiggd fiiggvény teljes idéderivaltjaban kiillonbozhetnek.

oL

L' = L(07?) = L(#? + 20 - €+ &) ~ L(7*) + 5,220, (23)
v

ahol a %26 - € tag csak akkor lehet egy teljes idéderivéltja egy f(r,t) fiiggvénynek, ha a ¥-nek

linedris fiiggvénye. Azaz, % fliggetlen kell legyen a sebességtol, tehat

1
L= imDQ

(24)
A részecske m tomege jelenik meg a Lagrange-figgvényben. A Lagrange-fiiggvény additiv tulaj-

donsédga alapjdn, egy (nem-kolesonhatd) részecskehalmaz egytittes Lagrange-fliggvénye:
L=>Y" 1miu? . (25)
72 '

Megjegyzés: A tomeg bevezetése a 24. egyenletben az additiv tulajdonsdg alakalmazdsaval egytitt
nyer értelmet, ugyanis a Lagrange-fiiggvényt mindig megszorozhatjuk egy tetszéleges konstanssal,
ettél a mozgdsegyenletek még nem valtoznak (ez csak a tomegegység megvaltoztatdsit jelenti).
A tomegek ardnyéat azonban egy ilyen szorzis nem befolydsolja, és valéban a tomegardny az a

mennyiség, amely valédi fizikai tartalommal bir.

3.3. Tobbrészecske-rendszerek Lagrange-fiiggvénye

Egyetlen szabad részecske Lagrange-fliggvénye helyett tekintsiik részecskék egy halmazat, amelyek
kolesonhatnak egymassal. Ennek a rendszernek a Lagrange-fiiggvényét gy szerkesztjiik meg, hogy
vesszilk a nem-kolecsdnhato6 rendszer Lagrange-fiiggvényét (25. egyenlet), és hozzdadjuk (levonjuk)

a koordindtdk egy fiiggvényét (amelynek alakjit a kolcsonhatds hatdrozza meg):
L=Y tma? — UG- ) (26)
2 l

Ezt a valasztast ellendrizziik a mozgasegyenletek felirasdval:

dJdL 0L
dtov;  OF;
dv; ou
=2 27
m dt 87"1' ( )
amely éppen a mésodik Newton-térvényében posztuldlt mozgdsegyenlet. Az F, = —g%i = —ﬁmU

vektort neveztiik erének. Az U-hoz hasonldan ez is a részecskék koordindtéitdl fiigg (de a sebességtdl
nem). Erdemes tovabba megjegyezni, hogy az U potencidlis energia csak egy additiv konstans
erejéig meghatdrozhat6, amely nincsen hatassal (kiesik) a mozgédsegyenletekre.

Vegyiik észre tovabbé, hogy teljesiil az id6 homogenitdsa és izotrépidja (t-t kicserélhetjiik —t-re

a Lagrange-féle mozgédsegyenletek valtozatlanok maradnak).
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3.4. Altalanositott koordinatak és kiilsé terek

Az inerciarendszeriinkon beliil a koordindtak megvélasztdsa teljesen tetszoleges. Ennek értelmében

bevezethetiink egészen dltaldnos koordinatatranszformaciokat:
ZEi:fi(Tl,T’Q,...,TS) es 131:

amely a kovetkezd Lagrange-fliggvényt eredményezi (1d. ldncszabdly):
L= 3 au(r)iin ~ U() (29)
= 2 . ApI\T)TLXT] T).

Ebben az esetben a kinetikus energia tovébbra is kvadratikus fiiggvénye a(z dltaldnositott) se-
bességeknek, de fiigghet a koordinatdk értékétédl is.

Ha a rendszer mozgasa egy kiils6 térben torténik, akkor a Lagrange-fiiggvény ugyanolyan alak,
mint az elébb, de megjelenik az abszolut id6fiiggés a potencialis energiaban, pl. L = %mi}Q —U(7,t).
Megjegyzés: Elofordul, hogy bizonyos geometriai megszoritasokat kell bevezetni a mechanikai
leirdsba (pl. egy rud hossza rogzitett, stb.). Ezeket a megszoritdsokat nehéz figyelembe venni
egy differencidlegyenlet megolddsa sordn. A megszoritdsokat (constraints) sokkal inkdbb célszer(i
a Lagrange-fliggvény szintjén figyelembe venni, és ebb8l (a megszoritdsokkal egyiitt) levezetni a

mozgasegyenleteket.

4. Szimmetriak

A mozgédsegyenletek felirdsandl emlitettiik, hogy egy 2s szabadsagi fokkal rendelkezd differen-
cidlegyenlet-rendszert kaptunk. Egy zart mechanikai rendszernek azonban csak 2s — 1 darab sza-
badsagi foka van, mivel az id6 egy additiv konstanssal nyugodtan eltolhat6, semmi sem fiigg téle.
Ekkor létezik olyan fliggvénye a 2s — 1 valtozénak, amely a mozgas soran allandé marad és csak a

kezdeti/hatarfeltételektél fiigg. Az ilyen fiiggvényeket mozgasillandéknak nevezziik.

4.1. Id6 homogenitasa

Ezen homogenitds miatt, egy zart rendszer Lagrange-fliggvénye nem fligg expliciten az id6tél

(OL/0t = 0). A Lagrange-fiiggvény teljes idéderivéltjara ekkor irhatjuk, hogy

dL OL. OL
=2

E = ari T + 877“1742 (30)

i
Hasznaljuk a Lagrange-egyenletet:

doL oL
dt (97”Z o 87“1‘ '

Ekkor a teljes idéderivaltra adédik, hogy

dL d L oL d oL
4 = *7.1' 7...1':* 71 2
dt Z dt 67“17. + 8rir dt (Z 8rir > (3 )
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azaz,

d oL .

Azt taldljuk tehat, hogy az id6 homogenitdsabdl kovetkezik, hogy a —F := L — Zl 7T mennyiség
megmarad, ami valéjdban az energia. Zart rendszerben L = T — U. Mivel L 7;-nek masodfoku
homogén fiiggvénye (Id. homogén fiiggvényekre vonatkozé Euler-tételt), ezért ), r; 5 3L = 2T, és
ebbdl azt kapjuk, hogy E=2T - L=T+U.

4.2. A tér homogenitasa

Egy kovetkezé megmaradasi torvény a tér homogenitdsabdl kovetkezik. A tér homogenitdsa mi-
att egy zart rendszer mechanikai tulajdonsigai véaltozatlanok maradnak a teljes rendszer térbeli
eltoldsaira nézve (pl. egy inga ugyanidgy fog lengeni itt, mint 2 méterrel odébb). Ez azt jelenti,
hogy ha az Osszes részecske helyéhez hozzdadunk egy kis € vektort, akkor a rendszertink Lagrange-

fiiggvénye (egy teljes idéderivalt erejéig) valtozatlan kell maradjon, azaz: r; — r'; = r; + € mellett

oL = Z 81"% Z 87“2 (34)

A tetszlleges transzldcié melletti el6irt invariancia miatt elvérjuk, hogy
d oL
0= — 35
TE-ya, w

ahol a masodik egyenloségben kihasznaltuk az Fuler-Lagrange egyenleteket. Egy zart rendszer

esetén V csak a részecske koordinataktdl figg, ezért adodik, hogy

d ) d
) () o

azaz a teljes rendszer impulzusa allandé. A tér homogenitdsabol kovetkezik az impulzusmegmaradas
tétele.
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4.3. Tér izotropiaja

IZ.
1
T - ___"‘H\
. L.W_#__ >,
r/
u |II ‘Ilf’lll
—_r."l|
] ;=
[/
elll II.-"l
,-T- fi
Eif
of

Ebben a részben azt fogjuk latni, hogy ha L fiiggetlen az orientaciétdl, akkor a rendszer im-
pulzusmomentuma megmarad. Képzeljik el, hogy a rendszert elforgatjuk ¢ szoggel a koor-
dindtarendszeriink z tengelye koriil. Ekkor az 1j és az eredeti tOmegpont helyvektoranak a
kiilonbsége AA’ = rsinfo¢ = 5@5 x 7, ahol bevezettik a 5@5 vektort, amelynek nagysaga d¢, iranya

pedig megegyzeik a forgdstengely irdnydval (és pozitiv z irdnyba mutat)
Ekkor tehat a forgatds hatdsara a kovetkezOképpen médosulnak a hely és sebességvektorok
(37)

P+ 0p x 7, 6s
(38)

Elvarjuk, hogy a Lagrange-fiiggvény invarians maradjon ezekre a valtozasokra nézve

0=6L= Z@r 5n+za - 67
A T

0L .
=SS (22 e+ o7
zlv: de (3ﬁ> Z 8’/‘1 '
d /0L . > oL ., >
__zl.:dt(81%>.<WX5¢)_Z:6?¢.(”X5¢)' (39)
Hasznaljuk fel a kanonikus impulzus definicijat
oL
D; 40
on P (40)
(41)

és ezt {rjuk be a 39. egyenletbe:

5= =" [+ (7 x 60) + i - (7 x 69)]
i

7id¢ (ahol 7i a forgdstengely altal kijelolt

—(@xb)-¢@

Vezessiik be tovabba a kovetkezd jelolést, d¢
egységvektor), és haszndljuk fel a skaldr- és vektoridlis szorzat tulajdonségét, @- (b x ¢)
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(@,b,¢ € R3),
_ d
0L = ¢ - g &(n X D) - (42)

i
A §L = 0 el6irds miatt adédik, hogy
d L
i
Latjuk tehat, hogy a tér izotropiajabdl kovetkezik az impulzusmomentum, J = >, Ti X P megma-
radésa.
4.4. Invariancia a Galilei-transzformacié hatasara

Tekintstink két inerciarendszert. Bar a kinematikai mennyiségek értéke a kiilonb6z6 rendszerek-
ben mérve kiillénboz6 lehet, a mozgasegyenletek a két rendszerben azonosak kell legyenek. A két
rendszert a Galilei-transzformacié kapcsolja Ossze:

2

<

ahol wg az inerciarendszerek relativ sebessége (dlland6), és a két inerciarendszer a kezdeti
idépillanatban egybeesett. Egy ilyen transzformécio hatasara mi torténik a Lagrange-fiiggvénnyel?

Ha a potencialis energia csak a relativ koordintdktdl fiigg:
Ty — T =T =71, (45)

akkor az nem valtozik, és irhatjuk, hogy

1
L’zimvlzfv
Lo
:im(v—uo) -V
L o I
= gmv —V—mv-uo—i—imuo
dF
=L+ —. 46
+t 4 (46)

Tehat Galilei-transzformdcié hatdsdra a Lagrange-fliggvény csupdn egy fliggvény (F) teljes
idoderivéltjaval valtozott. Korabban lattuk, hogy a Lagrange-fliggvény ilyen megvaltozasa mellett a
mozgasegyenletek azonosak maradnak, azaz valéban, a Galilei-transzformacié véltozatlanul hagy-
ja a mozgasegyenleteket, azonos mozgasegyenletek érvényesek a kiilonozé inerciarendszerekben.
A Lagrange fiiggvény ilyen transzformdciéjat mértéktranszformdcionak nevezziik (olyan transz-
formécid, amely a formalizmusbo6l adodd ‘belsd’ szabadsagi fokokkal kapcsolatos, és amelyek a
mozgasegyenleteket nem véltozatlanul hagyjak).

Hdzi feladat: Az Euler—Lagrange-egyenletekbe vald behelyettesitéssel ellendrizzik, hogy L és L'

valdban azonos mozgdsegyenletekre vezet.
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4.5. Szimmetridk és megmaradasi torvények

Minden (egy-paraméteres szimmetriatranszformdcidhoz tartozé) invariancia egy megmaradési
torvényre vezet. Ez Noether-tétele. A kutatasi gyakorlatban 1j Lagrange-fiiggvényeket javasolnak,
vezetnek le/be. Egy fontos ellendrzése ezeknek a Lagrange-fiiggvényeknek, hogy rendelkeznek-e a

remélt invariancia-tulajdonsdgokkal, tartozik-e hozzdjuk az elvart megmarad6 mennyiség.

4.6. Noether-tétel

Amikor a fizikai rendszer egy valamilyen folytonos szimmetridval rendelkezik, akkor ehhez mindig
tartozik egy valamilyen megmaradé mennyiség. (Az allitds megforditdsa nem feltétlentil igaz.)
Legyen s a folytonos szimmetriamiivelethez tartozé paraméter (pl. forgatds szoge), és legyen

q(s,t) a szimmetrialeképezés, ami az L-t invaridnsan hagyja (de kozvetleniil nem fligg a leképezéstél,

OL/0s =0):

S Lfg(s,0)d(5,0] = < Llr(h), 7 (1) (47)

Ekkor

dL  9Ldgq _9Ldq

oY =2 _0. 4
ds Jq ds+(’9(j ds 0 (48)

frjuk at az egyenlet elsO tagjat az EL-egyenlet segitségével:

d (OL\ d¢g OLdq
(=) 2L =2 49
dt<8d)ds+&jds ' (49)
amibdl kapjuk (szorzat derivaltja), hogy
d [OLdg
— |=—|=0. 50
dt [aq ds] (50)
A g koordinatiahoz tartozé kanonikus momentum p = %—s, ezért adodik, hogy
d
A = p= oo = dllands (51)

Ha a Lagrange-fliggvény n darab folytonos szimmetriaval rendelkezik, akkor n darab megmaradé
mennyiséget kapunk. Ha a Lagrange-fiiggvény valamilyen dltaldnositott koordinatdk és sebességek

fliggvénye, akkor a megmaradd un. ,,Noether-toltések”:

: d ,
A adah ) = Y Tl m0, G =12 m. (52)
k

5. Hamiltoni mechanika

A klasszikus mechanika Lagrange-formalizmusdban a mechanikai rendszert az r(t) koordindtédkkal
és az 1(t) sebességekkel irjuk le. Nem ez az egyetlen lehetséges leirds. Van, amikor elénydsebb més

mennyiségekkel dolgozni, pl. altalanositott koordindtakkal és impulzusokkal.
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5.1. Hamilton-egyenletek

Az attérést egy véltozéhalmazrdl (pl. koordinatak és sebességek) egy mésikra (pl. koordinatak és
impulzusok) a Legendre-transzformécié segitségével tehetjik meg. frjuk at a Lagrange-fiiggvényt
egy olyan alakba, amely altaldnositott koordinatdkkal és impulzusokkal van felirva. A Lagrange-

fliggvény teljes derivaltja
oL oL . ) .
dL = i airidﬂ + zl: deri = Zipid’r‘i + ;pidri s (53)

ahol p; := OL/0r; az éltaldnositott momentum definiciéja, és a Lagrange-egyenlettel egyiitt

oL d oL d .
6” - &87“2 - api — b (54)

felhasznaldsaval kaptuk az 53. egyenletet. Alakitsuk tovdbb az egyenletet a ). p;dr; = >, d(piri) —
>, 7idp; azonossag felhasznaldsdval:

AL = " pidr + Y _d(pirs) = Y iidp; . (55)
i i i
Atrendezve ezt a kifejezést kapjuk, hogy
A piti — L) ==Y pidri + Y #adp; (56)

ahol a teljes differencial a bal oldalon—mar korabban lattuk—a rendszer energiija, de most kizardlag
koordindtakkal és impulzusokkal kifejezve (1d. jobb oldal). Az energia fliggvényt ebben az alakjiban

(koordindtdk és momentumok) Hamilton-fliggvénynek nevezziik:

H(pv T, t) = szrz -L. (57)

Irjuk fel egy zart rendszer (OH /0t = 0) Hamilton-fiiggvényének a teljes differencisljat, és a tagokat

hasonlitsuk Ossze az 56. egyenlet jobb oldalaval:
0H OH ) .
=D Gy drit Z 0= - zijpidm + Z Fidpi (58)

ami alapjan adédnak a Hamilton-formalizmus mozgasegyenletei

) oH ) OH
r, = €es — P = .
s Pi= B

(59)

A Hamilton-formalizmusban a mozgasegyenletek 2s darab elsérendii differencidlegyenlet-rendszert
alkotnak, és a 2s darab ismeretlen fliggvény a p;(t) és a ¢;(t). Az egyszerliségiik és a szimmetrigjuk

miatt szokas ezeket az egyenleteket , kanonikus-egyenleteknek” is nevezni.
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5.2. Egyértelmiiség
A Hamilton-operator teljes idéderivaltja

dd _oH 37H7;.+Z<LH-.
a ot oy iapip“

amely a mozgdsegyenletek miatt (59. egyenlet) egyszer(isodik:

dH 0H
A o (®1)

ami azt jelenti, hogy ha a Hamilton-fiiggvény nem fligg explicit az idétél, akkor dH/dt = 0, az

energia megmarad.

Megjegyzés: A kapcsolatot a Lagrange- és a Hamilton-formalizmus ko6zott a Legendre-
transzformécié teremti meg. Bizonyos problémakhoz konnyebb felirni az L-t, masokhoz a H-t.
Az els6 esetben s darab masodrendi csatolt differencial-egyenletet kell megoldani, a masodikban

2s darab elsorendiit.

5.3. Paraméterfiiggés

Az r és 7, illetve az r és p dinamikai valtozdkon kiviil a Lagrange- és Hamilton-fliggvény kiilonféle
paramétereket is tartalmaz — olyan mennyiségeket, amelyek maganak a mechanikai rendszernek,
vagy a ré hatd kiils§ térnek a tulajdonsigait jellemzik. Legyen ilyen a A paraméter. A véltozd A

mennyiséget tekintve irjuk, hogy
AL = pidri + Y pidi + 9L i, (62)
i i oA
és ez alapjan kapjuk az el0bbivel analég szamolas alapjan, hogy
dH = =) pidr; + > rsdp; — OL gy, (63)
i i A

és innen, hogy

(&), (=), 6

Osszefiiggés addodik, amely kapcsolatot teremt a Lagrange- és a Hamilton-fiiggvény A paraméter
szerint képzett derivéltja kozott. (A derivaltak koriili zardjelen az indexek arra utalnak, hogy a
derivdlast egyik esetben dllandé p és r, a mésik esetben &llandé 7 és r kozott kell elvégezniink.)
Ezt az eredményt méas szemszogbdl is nézhetjiik. Legyen a Lagrange-fiiggvény L = Lo + L' alaku,
ahol L' kis jarulék az L, alapfiiggvényhez. Ekkor a megfeleld jarulék a H = Hy + H' Hamilton-
fiiggvényben:

(H/)p,r = _(L/)q,q : (65)

Megemlitjiik, hogy a Legendre-transzforméaciéndl (56. egyenlet) nem irtunk d¢-t tartalmazé tagok,

ami a Lagrange-fiiggvény explicit id6fiiggését venné szamitasba, minthogy az idé a transzformécié
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szempontjabdl csak a paraméter (mint \) szerepét jatssza, amely nincs (kézvetlen) 6sszefiiggésben

a végrehajtando transzformdaciéval. A M-fliggésre vonatkozé megfontoldsok (64. egyenlet) alapjan

adédik, hogy
OH oL
(%) = (%), (%6)

kapcsolat 4ll fenn.

5.4. Poisson-zardjelek

Tekinstiik az f(r,p,t) fliggvényt, és éllitsuk eld a teljes idéderivaltjat:
df 0 f of
RS A3 ( et i) (67)

frjuk be 7 és pi helyére a Hamiton-egyenletekbdl adodé kifejezéseket, ekkor kapjuk, hogy

o _os

= S ) (68)

ahol bevezettiik a H és f tgynevezett Poisson-zaréjelét

B OH of OH of
{H,f}—zk:(apkm—amapJ : (69)

Dinamikai valtozék olyan fliggvényeit, amelyek &allandék a rendszer mozgasa soran
mozgasallandéknak szokas nevezni. A 68. egyenletbdl liathatd, hogy annak a feltétele, hogy
f mozgéséllandé legyen (df/dt = 0):

oy =0 (70)

Ha f explicit médon nem fiigg az idét6l, akkor abban az esetben mozgasallandé, ha a H-val vett

Poisson-zardéjele eltiinik:

{H,f}=0. (71)

TetszOleges f és g fuggvényparra a Poisson-zaréjelet a 69. egyenlethez hasonléan definialjuk:

{f,g}=2(afag—afag) . (72)
k

apk 6Tk (97‘]€ apk

A Poisson-zardjelek néhany tulajdonsaga kozvetleniil kovetkezik a definicidjukbdl: fliggvények fel-

cserélésére elbjelet valt

{fi9} =19, f} (73)

illetve, ha az egyik fliggvény konstans (c), akkor eltiinik:

{f,C}:O. (74)
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Tovabba
{fi+ fosgt ={fr.9} + {f, 9} - (75)
72. egyenlet id6 szerinti parcialis derivaltjat véve:
0 [ Of dg

Ha az f vagy g fiiggvény kozil az egyik egy koordinataval vagy impulzussal egyezik meg, akkor a

Poisson-zardjelek egyszertien a parcialis derivaltak lesznek:

(i} = 5L (1)
{f7pk}:_% : (78)

Ha f-et és g-t egy kooordindtanak, illetve impulzusnak vélasztjuk, akkor adédnak a kovetkezd

specialis Osszefiiggések:

{risri} =0 A{pi,pe} =0 {pi,7} = dur; - (79)



